5. Obroty i ktady
Definicja obrotu: Obrotem punktu A dookota prostej 1 nazywamy ruch punktu A po
okregu k zawartym w ptaszczyznie prostopadtej do prostej 1 w kierunku zgodnym lub
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
Zwarzywszy na ograniczone mozliwos$ci przedstawiania takiego ruchu na ptaszczyznie
zwykle ruch ten odbywa si¢ wokot osi, ktéra jest prostopadta do jednej z osi.
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Definicja elementow obrotu:

punkt S —srodek obrotu

prosta | — o$ obrotu

ptaszczyzna @ — ptaszczyzna obrotu

odcinek AS — promien obrotu

kat ¢ — skierowany kat obrotu

okrag k to okrag obrotu czyli tor poruszajacego si¢ punktu

Poniewaz 0§ obrotu jest linia pozioma lub pionowa to punkty obracane wokot takiej linii
w jednym rzucie porusza¢ si¢ beda po okregu zas w drugim po linii prostej prostopadtej
do osi obrotu.

7 N K
Plll << OLI/ >> P” P// I:)//
10— +— —o
AN e

A - P{//j,\ P/
S

N

~—

Przyktadowe zadanie: wyznaczy¢ rzeczywista wielkos¢ trojkata ABC.

W pierwszym etapie wyznaczymy kat jaki tworzy plaszczyzna trojkata z rzutnia m;.

W punkcie A umieszczamy pionowa o$ obrotu. Z tego samego punktu kreslimy prosta
pozioma do punktu 1. Znajdujemy rzut poziomy punktu 1. Na rzutni n; dokonujemy
obrotu o taki kat aby punkt 1 1 A znalazty si¢ na jednej linii pionowo-rzutujace;j. O ten
sam kat obracamy punkty B i C dokonujac w ten sposéb obrotu poziomego rzutu calego



trojkata. Na rzutni pionowej punkty B i C przemieszczaja si¢ wzdhuz odpowiednich linii
poziomych. Okazuje sig, ze wszystkie punkty tworzace trojkat leza teraz na jednej linii.
Wybieramy pozioma o$ obrotu w punkcie B. Wokot tej osi na pionowej rzutni
dokonujemy obrotu o taki kat aby plaszczyzna trojkata stala si¢ ptaszczyzna pozioma.
Dzigki temu rzuty poziome wszystkich obiektow znajdujacych si¢ na niej (a wigc i
trojkata) maja rzeczywista wielko$¢.
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Definicja kladu: kiad to taki obrét plaszczyzny, ktory dokonujemy wokot osi 1 lezacej na
jednej z rzutni (lub rownoleglej do rzutni) o taki kat, ze po dokonaniu obrotu ptaszczyzna
obracana jednoczy si¢ z rzutnig (lub staje si¢ rownolegta do niej). Ktadu dokonuje si¢ aby
okresli¢ rzeczywiste wymiary obiektow lezacych na kladzionej ptaszczyznie i ich
wzajemne relacje.




Podniesieniem z ktadu nazywamy operacj¢ odwrotna, czyli taka w ktérej ptaszczyzng
zjednoczona z rzutnig obracamy o taki kat aby wrocita do potozenie pierwotnego.
Konstrukcje ta wykonuje si¢ aby odnalez¢ rzuty obiektow lezacych na ptaszczyznie.
Dosy¢ fatwym zadaniem jest wykonanie rzutu ptaszczyzny w potozeniu
charakterystycznym np. poziomo-rzutujacej.

Przyktad narysowac¢ trojkat rownoramienny na plaszczyznie pionowo-rzutujacej, ktorego
wierzchotek lezy na rzutni ;.

Pierwsza czynnoscia jest wykonanie kladu plaszezyzny przez obrécenie jej wokot sladu
pionowego v,. A potozonej plaszczyznie rysujemy trojkat w nakazanej pozycji. Podniesie
z ktadu polega na znalezieniu rzutu pionowego, ktory w przypadku plaszczyzny pionowo-
rzutujacej jest odcinkiem, a nastgpnie znalezieniu rzutu poziomego. Wszystkie punktu
musza leze¢ na prostych odnoszacych. Aby odnalez¢ gtebokos¢ punktow A 1 B
wykorzystano lini¢ pozioma, ktora na ktadzie ptaszczyzny jest rownolegta do osi obrotu
(czyli $ladu vy) 1 lezy w odlegtosci g od niej, a w rzucie poziomym jest rownolegta do osi
X 1 réwniez lezy w odleglosci g od nie;.

B~ Va

W przypadku odcinka powyzsza technike mozemy wykorzysta¢ na dwa sposoby. Stosujac
zwykty klad oraz tzw. ktad réznicowy.
Zadanie: znalez¢ rzeczywista dlugos$¢ odcinka AB.




ktad ktad roéznicowy
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Na lewym rysunku zastosowano zwykty ktad. Dokonano obrotu plaszczyzny poziomo-
rzutujacej zawierajacej odcinek AB. W przypadku rozwiazania po prawej zastosowano
ktad r6znicowy. W umowny sposob przesunigto potozenie ptaszczyzny rzutujacej do
poziomu punktu A nastgpnie dokonano obrotu. Poniewaz punkt A lezy w ptaszczyznie
wige obrotowi ulegt tylko punkt B.

Ktad ptaszczyzny dowolnej jest duzo bardziej skomplikowany. Idee ktadu dokonanego
bez pomocy $ladéw pokazuje ponizszy rysunek, ktéry mimo wszystko przedstawia
ptaszczyzng rzutujaca o (dla ulatwienia prezentacji)
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Rysunek ten na ptaszczyznie wyglada jak ponizej:



Technika wykonania ktadu dowolnej ptaszczyzny sktada si¢ z kilku krokow:

* znalezienie osi obrotu, ktora jest linia lezaca na jednej z rzutni (na rysunku to linia 1)

* znalezienie odleglosci ktadzionego punktu od $rodka obrotu za pomoca zwyklego ktadu
odcinka (wiadomo, Ze obracany punkt bedzie si¢ poruszat po linii prostopadiej do osi
obrotu, w tym wypadku jest to $lad ptaszczyzny m)

* potozenie wybranego punktu lezy na przecigciu okrggu o promieniu r rownym
odlegtosci punktu od osi obrotu z linig prostopadia do osi obrotu.

Z opisu wynika, ze rzut mozna wykona¢ w dwoch kierunkach do punktu A; lub /As.
Preferowany jest kierunek lewy tzn 180%-¢ (czyli do punktu A )

Zadanie: znalez¢ rzeczywista wielko$¢ trojkata ABC.
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Przedluzajac linie AB i AC do osi x;; tworzymy o$ obrotu MN.

Przez punkt B’ prowadzimy prosta prostopadta do osi obrotu MN poniewaz ktad punktu
obracanego wokot osi obrotu bedzie lezat whasnie na tej linii. Srodek obrotu punktu B lezy
na przecigciu tej linii z linia MN. Na rysunku oznaczony jest litera S.

Znajdujemy odleglos$¢ punktu B od srodka obrotu odktadajac odleglos¢ w od ptaszczyzny
7, na linii rownolegtej do osi obrotu poprowadzonej z punktu B’. Uzyskujemy punkt B*.
Z punktu S prowadzimy okrag o promieniu r znajdujac ktad punktu B oznaczony B°. Jesli
potaczymy ktad punktu B z punktami M i N, ktore lezac na osi obrotu jednocza si¢ ze
swoimi ktadami nie bedziemy musieli wykonywac¢ ktadu punktéw A i B. Wystarczy z
rzutow A’ 1 C’ poprowadzi¢ linie prostopadie do osi obrotu az nie przetna si¢ z liniami
B°M’ i B°N".

Inaczej i moze nawet prosciej wyglada klad ptaszczyzny podanej za pomoca §ladow.
Formalna konstrukcja wyglada jak na rysunku po lewej. Jedyna roznica migdzy
poprzednim sposobem polega na tym, ze nie znajdujemy osi obrotu poniewaz §lad jest
taka osia., dalej postgpujemy tradycyjnie, chyba, ze wykorzystamy dodatkowe zaleznosci,
a wtedy konstrukcja upraszcza si¢ do rysunku po prawej. Wystarczy wybra¢ punkt na
jednym ze $ladow a nastgpnie poprowadzi¢ lini¢ prostopadta do drugiego §ladu 1 znalez¢
przecigcie tej linii z okrggiem poprowadzonym z wezta ptaszczyzny a.

Przyktadowe zadanie polegajace na znalezieniu rzeczywistej wielkosci trojkata ABC w
tym wypadku wyglada nastepujaco.

Wystarczy wykona¢ ktad ptaszczyzny wedtug powyzszego schematu a nastgpnie
wykorzystujac wlasciwosci w tym wypadku poziomych linii lezacych na ptaszczyznie
odnalez¢ ktad trojkata ABC.
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